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04 – Meccanica quantistica 1
3Macroscopicamente, descriviamo le proprietà dei corpi: l’elasticità, 
la densità, il punto di rottura …
Ma: perché le densità sono quelle? Perché una sbarra si spezza, se la 
tensione è alta? Perché il rame fonde a 1083 °C?
Grande conquista del XIX secolo: la materia è fatta di atomi.
Riusciamo a descrivere qualunque cosa in termini di componenti 
elementari, senza struttura.
Ma, se le particelle sono davvero elementari, si osservano fenomeni 
qualitativamente nuovi: per esempio, in un urto, si creano altre 
particelle, o si ha annichilazione.
Questi componenti si combinano in forme inizialmente semplici 
(H2O), e poi in aggregazioni sempre più complesse.
Cosa vuol dire elementare? Non si rompe, anche con urti a energie 
molto grandi.
4Nella chimica, invece, i componenti semplicemente si ridistribuiscono.
Dal punto di vista macroscopico, se divido un pezzo di metallo in più 
parti, ciascuna mantiene le stesse caratteristiche: posso pensare di 
continuare a dividere, a piacere.
Ma non ho alcuna garanzia che il singolo atomo di quel metallo abbia 
lo stesso comportamento.
Pregiudizi (modelli) macroscopici:
Se un elettrone è elementare, una sferetta uniformemente carica, quali 
forze lo tengono insieme? Ci sono le forze repulsive elettrostatiche, 
come se fossero parti del tutto?
6Continuità: energia, impulso …
Sia per le particelle sia per le onde.
Causalità e determinismo: traiettorie, passaggio attraverso una fenditura.
Onda e particella: concetti macroscopici.
Si è tentati di trasportarli (modelli) nel microscopico.
Problemi: interferenza con l’apparato di misura.
Se voglio osservare un elettrone, lo debbo illuminare …
Limiti di applicabilità: in relatività,  e c.
Esiste qui un criterio analogo?
In meccanica quantistica, costante di Planck: 346,626 10 J sh −= ⋅ ⋅
Dimensioni: (energia · tempo), (lunghezza · quantità di moto), 
(momento angolare); h è detta quanto di azione.
Fisica classica
7Comportamento quantistico di un sistema: quando le variabili 
dinamiche che descrivono il sistema (componenti di posizione e/o di 
quantità di moto, energia …), con dimensioni di azione, hanno valori 
dell’ordine di h.












= ≈ ⋅ ⋅ ≈
 << ⋅ ≈
Ancora: corpo ruotante, con momento di inerzia 
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 = ⋅ ≈
≈
Attenzione: h è molto piccola! 346,626 10 J sh −= ⋅ ⋅
8Ancora: in meccanica classica non c’è limite teorico alla precisione 





∆ ∆ ≥ (errori quadratici medi)
Non ha importanza a livello macroscopico (h è molto piccola!)
In qualche modo (ma non solo!) dipende dal fatto che misurazioni 
con grandi precisioni richiedono perturbazioni dell’osservabile.
Nei sistemi microscopici, invece, esiste un limite fondamentale:
vi sono un principio di indeterminazione e relazioni di indeterminazione.
per esempio:
Ma c’è dell’altro: ad esempio, anche se ipotizzassimo di misurare le 
posizioni con grande precisione, il concetto di traiettoria non avrebbe 
comunque senso!
In realtà, dunque, una relazione di indeterminazione stabilisce i limiti 
di applicabilità della fisica classica.




• Atomo di idrogeno, trattazione di Bohr
+ Interferenza alla Young di singolo elettrone!
La Meccanica Quantistica ha una enorme base sperimentale.
Gli esperimenti più influenti all’inizio furono:
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Generalmente vediamo un oggetto perché viene illuminato 
(luce riflessa).
Però: a temperature abbastanza elevate il corpo diventa luminoso, 
anche al buio.
Ogni corpo scambia energia con l’ambiente: calore.
Equilibrio termico (macroscopico, temperatura non cambia): 
radiazione termica emessa (potenza) uguale a radiazione assorbita.
Fatti empirici: 
• la radiazione emessa ha spettro continuo (tutte le frequenze)
• i dettagli dipendono dalla temperatura
• ma dipendono anche da natura e forma del materiale.
Radiazione del corpo nero
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Grosso modo, però, la distribuzione 
della intensità (per unità di λ) è 
abbastanza simile per tutte le superfici 
materiali: 
• zero per valori piccoli e grandi 
• un massimo per un valore di λ
che dipende dalla temperatura:
crescendo T diminuisce la λ del  
massimo (rosso-giallo-blu)
• crescendo T aumenta la potenza  
irraggiata
Possiamo quindi immaginare un “corpo 
irraggiante ideale”, il cui spettro 
dipenda solo da T: corpo nero.
intensità
12
1. ogni corpo emette radiazione elm (radiazione termica), 
proporzionalmente al suo potere emissivo
2. un corpo investito da radiazione elm, ne assorbe una frazione, 
detta potere di assorbimento:
3. potere assorbente + trasmesso + riflesso = 1
4. il rapporto e/a è una funzione universale della temperatura e della 
frequenza della radiazione (Kirchhoff): ( ),e u T
a
ν=
Quindi, perché si mantenga il rapporto, se varia e deve variare 
allo stesso modo a. Semplificando: 




( ) ( ), ,corpo neroe u T e u T
a
ν ν=  ≡






Per esempio, la superficie di un forellino con 
pareti della cavità ruvide e annerite, tenute a temperatura costante.
Tale radiazione ha la stessa forma, indipendentemente da 
materiale, e da dimensioni e forma della cavità.
Dopo un po’ si raggiunge una situazione di equilibrio, con la cavità
riempita di radiazione isotropa: radiazione di corpo nero.
Posso determinare a, misurando e e 
dividendolo per il potere emissivo del corpo nero.
La radiazione che entra non fuoriesce (riflessione).
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corpo nero
Osservazioni sperimentali sul corpo nero:
1. irraggiamento spettrale R(λ): tale che                    
sia la potenza irradiata (per 
unità di area) nell’intervallo 
2. intensità di irraggiamento, cioè potenza 
totale (per unità di area dell’apertura, 
integrata su tutte le λ: area sottesa) 
4( ) (legge di Stefan - Boltzmann)I T Tσ=
Per un generico oggetto caldo, l’intensità è minore:
4( ) con 1 (emissività)I T Tε σ ε= <
max 0 0, 2898 cm K 3000 m KT Cλ = = ≈ ⋅
3. legge dello spostamento di Wien:
( )dR λ λ
dλ λ λ÷ +
visibile 0,5m 6000KTλ ≈  ≈
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Invece si osserva:
Classicamente ci si aspetterebbe che l’intensità crescesse al crescere 
della frequenza, senza limiti:




L’energia totale diverge: (catastrofe ultravioletta)
( ) 2
0 0
, d du Tν ν ν ν
∞ ∞
∝ → ∞ 
La teoria classica funziona solo 
per grandi lunghezze d’onda 
(infrarosso), più facilmente 
accessibili verso la fine del 1800.
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Onde EM stazionarie in scatola cubica

























Nella cavità c’è equilibrio termodinamico: la radiazione è stazionaria.
Si è visto che una possibile soluzione stazionaria (unidimensionale) 
è del tipo:
che diventano (tridimensionale):
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Nel sistema di coordinate nx , ny , nz  si ha
Guscio sferico fra raggi ( )2 2e d dL Lr r r
c c
ν ν ν= + = +
nell’ottante 0 ; 0 ; 0x y zn n n ≥ ≥ ≥	 

il volume è uguale al numero di cubetti unitari, e 
quindi al numero di oscillatori di frequenza fra ν













pi pi ν ν
pi pi
ν ν ν ν
   
= =   
   
= =
(in realtà, c’è un fattore 2 per tener conto delle 2 possibili polarizzazioni 
trasversali) Quindi: numero di oscillatori con frequenze fra ν e (ν + dν)
( ) 238d dVn c
pi
ν ν ν ν=




2 2 2 2
x y z
L
r n n n
c
ν
= + + =
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Nel corpo nero: il campo della radiazione EM provoca oscillazioni delle 
cariche sulle pareti; le quali, a loro volta, emettono radiazioni  delle 
stesse frequenze. 
In situazione di equilibrio termodinamico (e quindi termico), l’energia 
media degli oscillatori e quella delle onde stazionarie sono uguali.
Per il teorema di equipartizione dell’energia, a ogni termine quadratico 
che compare nell’energia (grado di libertà) compete un contributo
Quindi, l’energia irradiata per unità di volume degli oscillatori EM 
di frequenze fra ν e  (ν + dν)  è
( ) ( ) 238, d d dB Bu T k T n k Tc
pi
ν ν ν ν ν ν= = (Rayleigh-Jeans)
( ) 2
0 0
, d du Tν ν ν ν
∞ ∞




Nel caso di un oscillatore i termini sono due, uno cinetico e uno 
potenziale: ( )2 21 1  è la massa ridotta
2 2osc el
E x k xµ µ= +
Per cui, l’energia media dell’oscillatore è osc BE k T=
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Infatti: il sistema in equilibrio termodinamico a temperatura T ha 
probabilità di avere energia fra E e E + dE  pari a
( ) ( )0
0
d



















































Nel 1900 Max Planck presentò una deduzione della legge del corpo 
nero, facendo una ipotesi ad hoc:
un oscillatore delle pareti, di frequenza propria ν, può assorbire o 
cedere energia solo in (n) pacchetti di valore 
nella quale h è una nuova costante fondamentale della natura:
quantizzazione dell’energia!
E hν=
Risultò impossibile spiegare il fenomeno in termini solo classici.
Legge della radiazione di Planck:
Derivando rispetto a λ e uguagliando a zero, si ottiene il massimo:





• da questa (misurando λmax e T ) si ottiene 
• dalla precedente, misurando R si ottiene h





























Ipotesi di Gibbs (meccanica statistica)
• Scelto un sistema elementare, la probabilità 
di trovarlo ad una energia E sopra quella 





βα β− ∆∆ = =
Ipotesi di Planck
min 0; con  intero e o oE E E nE n E hν= = ∆ = =
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ν pi ν pi ν
ν ν ν= = =
− − −
Quindi, l’energia irradiata per unità di volume degli oscillatori EM 
di frequenza ν è



































In sostanza, inizialmente Planck riprodusse alcuni dati sperimentali di     
partendo da una teoria microscopica, che aveva però un 
parametro libero da aggiustare (h): 
ovviamente non poteva essere derivato, in quanto oggi sappiamo che si 
tratta di una costante fondamentale della natura!
( ),u Tν
34 236,626 10 J s ; 1,381 10 J/KBh k
− −
= ⋅ ⋅ = ⋅
Modello di Planck: nella cavità, analizzare l’interazione fra radiazione 
e atomi delle pareti. Gli atomi oscillano, assorbendo ed emettendo 
energia.
Ma, per riprodurre i dati sperimentali, bisogna ammettere che gli 
atomi scambino energia quantizzata: cioè, solo con selezionati valori!
La relazione                 avrebbe già potuto suggerire che la radiazione 
elettromagnetica , essendo in equilibrio con gli oscillatori, debba 





Fra le tante, una notevole conferma della formula di Planck per lo 
spettro del corpo nero si è avuta con la misura della densità 
spettrale della radiazione cosmica di fondo.
Dopo un po’ di tempo dal Big-Bang (circa 15 miliardi di anni fa), la 
radiazione si è progressivamente raffreddata, man mano che 
l’Universo si espandeva.
Intensità e spettro di questa radiazione dipendono solo dalla sua T:
misurandola oggi si trova uno spettro uguale a quello di un corpo 
nero secondo la formula di Planck, con T=2,725 K.
25




• Atomo di idrogeno, trattazione di Bohr
+ Interferenza alla Young di singolo elettrone!
La Meccanica Quantistica ha una enorme base sperimentale.
Gli esperimenti più influenti all’inizio furono:
Classicamente: radiazione elm è onda, 
con intensità
[energia per unità di tempo (potenza)  




• sia necessaria una certa (minima) energia 
(lavoro estrazione  ,  ∼ eV)
• l’energia in più dovrebbe essere cinetica UK :  
aumentando l’intensità (a parità di altro), 
dovrebbe crescere l’energia cinetica
• a piccole intensità, si può aumentare l’energia  
trasferita, aspettando un tempo adeguato 
(da cui, un ritardo nell’emissione)
• λ (ν) non dovrebbe influenzare l’energia cinetica
Esperimenti: inviando radiazione su superficie 
di un metallo, vengono emessi elettroni; classicamente ci si aspetta che:
φ
Iniziamo osservando la corrente in funzione della ∆V:
Per valori positivi di ∆V, la corrente finisce per 
saturare: tutti gli elettroni vengono raccolti.
Cambiando il segno di ∆V, la corrente 
permane, fino a un valore V0: 
in questa situazione, l’energia cinetica degli 
elettroni è uguale a V0.
Se aumentiamo l’intensità, dovrebbe crescere 
la energia cinetica e quindi anche V0: 
e invece V0  non cambia, ma 
cambia la corrente.
Come si può 
cambiare V0? 




Inoltre: come mai non si osserva ritardo (entro 1 ns) fra illuminazione 
e passaggio di corrente, neanche a bassa intensità?
Ipotizziamo sorgente luminosa di 12 W, a un metro dall’emettitore.
La sezione di un atomo è circa il quadrato del raggio atomico: 
20 210 m−≈
( ) ( )20 20potenza sull'elettrone 12 10 / 4 10 W J/spi− − ≈ ⋅ ≈ ≡











Proposta di Einstein (1905): fotoni (particelle) di energia
Per cui:
1. Si ha un urto fra singolo fotone ed elettrone
2. Per l’estrazione, l’energia del fotone deve essere maggiore del 
lavoro di estrazione (φ) (è il lavoro minimo, per elettroni periferici)
3. Quindi, l’intensità (∝ n°di fotoni) non interviene su estrazione sì o 
no, ma sul numero di elettroni estratti
4. (è un valore massimo)
5. Se l’estrazione c’è, è comunque istantanea.
E hν=
KU hν φ= −
Nella radiazione, l’energia è quantizzata! (ha valori discreti)
Cosa si osserva:
1. Radiazione da 520 nm fa emettere elettroni dal sodio, istantanei: 
non c’è ritardo!
2. L’energia degli elettroni è indipendente dall’intensità, e invece 
varia linearmente con la frequenza
3. Radiazione da 550 nm non fa emettere elettroni, 
indipendentemente da intensità: c’è una frequenza di soglia!
30
V0 dipende da ν linearmente, con coefficiente angolare h/e;
si può misurare la carica elementare e per ottenere h.
Esperimenti del tipo di Millikan:
con potenziale frenante (∆V ):
radiazione visibile e ultravioletta.







ν φ ν= −  = −
Per Millikan, 
l’ipotesi di Einstein 
era “audace, per non 
dire avventata”.
Per Planck, Einstein 




La luce è un’onda: diffusione (Rayleigh 1871/99)
	

































































Radiazione incidente su elettroni liberi, fermi.
Classicamente:
• l’elettrone si mette a oscillare, emettendo a sua volta 
radiazione della stessa frequenza (inizialmente)
• l’elettrone trasla lentamente, producendo effetto Doppler: la 
radiazione all’indietro avrà progressivamente crescente λ.
33
Se invio radiazione X sulla materia:
 in parte viene assorbita:
• con emissione di elettroni (fotoelettrico)
• se λ è molto piccola (gamma), si possono produrre coppie e+ e−
 in parte viene diffusa:
 elastica (stessa λ) scattering Rayleigh
 anelastica (λ più grande)
34
Esperimento di Compton, con raggi x (10−2 ÷ 10 nm) su atomi di 
Carbonio (grafite):
Spiegazione: fotoni, non solo con 
energia quantizzata, ma anche con 
quantità di moto (particella, ma di 
massa nulla!).
Presenza di radiazione istantanea, 





2. Le onde elm. portano quantità di moto 
massa zero  E pc =




Punto di vista da particella: urto fra particelle.




c ch m c h m cγλ λ+ = +′
Verificate sperimentalmente! hp λ=
asse : cos cos

















λ λ θ′ − = −
λC
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= = = ⋅ ⋅
⋅
9 120,05 10 2, 4 10 1 cos
2
piλ − −  ′ − ⋅ = ⋅ − 
 
90,0524 10 m 0,0524 nm 5%λλ λ
−
∆


























Se invece avessimo luce? Per esempio 500 nmλ =
asse : cos cos
2



































6,63 100 sin 43,6 1,83 10 kg m/s
0,0524 10 u e e e u e e



















 ≈ ≈ ≈ ⋅
⋅
Ok. Ho capito il .
Ma perché nell’esperimento c’è sempre il picco su ?
38
Aspetti microscopici dei calori molari
molecola senza struttura (monoatomica):
3
2




in un sistema che si trovi in equilibrio termodinamico, alla 
temperatura T, ogni termine quadratico indipendente della sua 









in accordo con i dati sperimentali.5
2p V
c c R R = + =
3 3
2 2
NK U NkT nRT≡ = =
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Molecola biatomica.
Modello rigido: 5 gradi di libertà 




c R c R = = .
Aggiungendo la possibilità di vibrare:
due termini quadratici aggiuntivi, uno 
cinetico e uno potenziale.
7 9;2 2V pc R c R= =
In realtà, per l’Idrogeno
Lo si interpreta assumendo che, a 
certe temperature, alcuni “gradi di 
libertà” sono congelati. 
Assumiamo invece che un oscillatore armonico presenti dei livelli 
energetici quantizzati, separati di hν. 
d dU
d dV V V
QC
T T
   
= =   
   
Se si fornisce energia < hν, il sistema non la assorbe:  
d 0 0VU C=  = e il “grado di libertà” è congelato.
Per un oscillatore armonico il valor medio 
dell’energia secondo Planck è








































Congelamento a basse temperature:
Calore molare dell’idrogeno molecolare
Contributo dovuto alla traslazione della molecola: 3 gradi di libertà:
2 2 2 3 31 1
2 2 2 2( ) 3 ( ) ( ) TrTr A x y z A B V A B
dEE N m v v v N k T c Tr N k R
dT
= + + = → = = =
Contributo dovuto alla rotazione della molecola: 
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Calore molare nei solidi
Si assume di avere un reticolo cristallino in cui ogni atomo vibra 
indipendentemente e scambia energia in modo quantizzato (E0)
3    per   alteVc R T=
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Aspetto storico: atomo di Bohr (1913)
• Ipotesi: forza coulombiana, orbite circolari 
(classiche) 2 2 2
2 2
1 1
ˆ( ) , ,
4 4o o
e e vF r r F ma m
r r rpiε piε













• Impulso: hp mv λ= = • Lunghezza dell’orbita: 2 rpi
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Eccezionale potere predittivo con tale ipotesi!
Spettro dell’atomo di idrogeno
• L’idrogeno emette luce a fissata lunghezza d’onda e frequenza:
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• Intepretazione: ad ogni 
transizione tra livelli si 



















vi sono limiti entro i quali un fenomeno non classico si manifesta 
come se fosse classico:
• relatività speciale, per piccole velocità γ 1
• teoria particellare della radiazione elm (fotoni), per grandi λ 
    onde classiche
Ha senso chiedersi se un oggetto è un’onda o 
una particella? Parrebbe che:
• l’osservazione dell’oggetto determina  se 
ne osserviamo la natura ondulatoria o 
particellare
• simmetricamente a quanto visto per la  
radiazione, gli oggetti massivi  presentano 
anche carattere ondulatorio
• dipende tutto dal confronto fra la λ del   
sistema osservato e le dimensioni 




La luce che passa attraverso una fenditura di dimensione D, mostra 
caratteri ondulatori se λ ≈ D (diffrazione); se λ<< D ho un raggio 
(come una particella).
Nell’effetto Compton i raggi X si comportano come particelle, 
trasferendo impulso ed energia (con λ piccola rispetto alle dimensioni 
atomiche)
Infine: si tratta di aspetti (o descrizioni) diversi di uno stesso fenomeno.
D’altro canto, i fenomeni di interferenza e diffrazione sembrano 
riguardare soltanto le onde!
Agli inizi del Novecento Bragg scriveva:
“lunedì, mercoledì e venerdì la luce è un’onda; 
martedì, giovedì e sabato è una particella; 
domenica si riposa”.
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Esperimento con due fenditure (radiazione)
Ad alta intensità sono evidenti le caratteristiche 
dell’interferenza: vi sono massimi e minimi. 
Le particelle non si cancellano; le onde sì!
Ma anche riducendo di molto l’intensità (un fotone 
alla volta), la distribuzione non cambia: nonostante 
si osservi una particella (fotone) alla volta, la natura 
ondulatoria non si perde.
Nelle zone dei massimi di intensità (densità) è maggiore la 
probabilità che vada un fotone; ma, grande intensità (densità) vuol 
dire grande (quadrato della) ampiezza dell’onda: quindi
La densità di probabilità (probabilità per unità di volume) di 
trovare una particella in un certo punto (dV contenente il punto) 
è  ∝ al quadrato dell’ampiezza dell’onda associata.
Nel caso della radiazione, l’onda associata è il campo elm oscillante
Quindi, i campi elettrico e magnetico
• esercitano forze sulle cariche
• misurano la probabilità di trovare in un punto la particella associata   
(cioè il fotone)
Cominciamo a vedere anche che, quando una grandezza ha natura 
ondulatoria, automaticamente vi è una qualche incertezza in alcune 
delle sue proprietà particellari. 
La diffrazione di un’onda piana attraverso una 
fenditura è tanto più accentuata quanto più 
essa è stretta: 
quanto più stringiamo (selezioniamo) la 
posizione in x, tanto più abbiamo una 
dispersione della quantità di moto in x
(principio di indeterminazione).
L’effetto è trascurabile se la lunghezza d’onda è molto piccola
minimi in sin m m
a x
λ λθ = ≡
∆
( )xλ << ∆
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La materia come onda
Per simmetria, perché una particella non dovrebbe comportarsi come 
un’onda? (De Broglie)
La relazione                  mostra che, per avere λ = h / p non 
eccessivamente piccole, è necessario considerare corpi microscopici: 
per esempio, elettroni confinati in un atomo (che ha anch’esso 
dimensioni micro)
/p h λ=
Esperimenti con elettroni e fenditure.
Con una fenditura larga: geometrica.
Con una sola fenditura (stretta) gli 
elettroni arrivano in ogni punto dello 
schermo.
Con due fenditure (strette) si ha 
interferenza: in alcuni non arriva nulla!





Sia la radiazione, sia gli oggetti massivi, 
mostrano la dualità onda-particella
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Quali sono le caratteristiche ondulatorie di una particella?
Come nel caso della radiazione (fotoni): quando un fenomeno è 
osservato con caratteristiche particellari, non siamo in grado di dire con 
certezza dove una particella sarà trovata. Al più, si può sapere che 
probabilità c’è di trovarla in un certo punto (piccolo volume); e questa 
(densità di) probabilità è proporzionale al quadrato dell’ampiezza 
dell’onda associata (in quel volume).
La densità di probabilità di trovare una particella in un certa regione è           
∝
al quadrato dell’ampiezza dell’onda associata, in quella regione.
Naturalmente, persiste anche la natura corpuscolare di una particella: 
per es. la traccia che lascia in un rivelatore (camera a bolle).


















2 2 2 *
1 2 1 2 1 2( ) 2 ReP x ψ ψ ψ ψ ψ ψ= + = + +
1ψ
2ψ
Una sorgente monocromatica (γ) o monoenergetica (e-) coerente (piccola) 
λ,  λDe Broglie=h/p
Due fenditure a distanza d (sorgenti secondarie di onde coerenti)  λ/d angolo 
misurabile
Schermo a distanza D>>d
1 2interferenza 0 e 0ψ ψ ≠ ≠
Strumentazione usata
• Microscopio TEM
– Philips EM400T (120 keV max)
• Doppia fenditura nanometrica
• Sensore APSEL4D
• Sistema di DAQ
Doppia fenditura
Realizzate con processo FIB 
(fascio di ioni concentrato proveniente da una 
sorgente di Ga+ liquido).













Sviluppato dalla Collaborazione 
SLIM5 in un progetto R&D per 
esperimenti di fisica delle 
particelle
MAPS: Monolithic Active Pixel 





Ottimizzata per il tracciamento di 
particelle cariche
Informazione di uscita 3D:
x,y: risoluzione spaziale 15 µm
t: risoluzione temporale > 0.4 µs
Frequenza di clock: 20-50 MHz
4096-MAPS matrix 100k std-cell area
Pixels quadrati di lato 50 µm




Efficienze misurate con fasci di protoni da 
12 GeV:  90% 
Set-up nel TEM
S- Sorgente di piccole dimensioni
Elettroni da 40 keV ,  v=0.4 c
λ=h/p= 5.9 pm (1/18 diametro H), 
C – Campione a due fenditure
distanza d=440 nm
I,P – Lenti immagine e di proiezione
PO: piano di proiezione delle fenditure. 
Condizioni sperimentali:
Regime di Fraunhofer (approssimazione di 
onde piane)
Interferenza di singolo elettrone - I
15 frame pieni per secondo  1/7 velocità reale
Doppia fenditura: distanza d=440 nm
Elettroni da 40 keV:  λ=h/p= 5.9 pm, 
Finestre di osservazione di 165 µs (6k fps)
X pixel
Interferenza di singolo elettrone – II 
 
 e-   
Tempo in unità da 165 µs
!"#   $$%&   

































2 2 2 *
1 2 1 2 1 2( ) 2 ReP x ψ ψ ψ ψ ψ ψ= + = + +
1ψ
2ψ
1 2interferenza 0 e 0ψ ψ ≠ ≠
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Proprietà delle onde di materia
Dovremo avere lunghezza d’onda, frequenza, velocità, ampiezza, 
funzione d’onda.
( , )tψ r è chiamata ampiezza di probabilità




Confermata sperimentalmente, anche a velocità relativistiche, per es. 
con esperimenti di diffrazione di elettroni.
(lungh. d’onda di De Broglie)
A 300 m/s per un aeroplano (18000 kg) e un elettrone (9 ·10−31 kg):
40
6










Quindi, dato il valore molto piccolo della costante di Planck, 
6,63 ⋅ 10−34 J⋅s , l’oggetto macroscopico si comporta come una 
particella: fisica classica per  h → 0  (e quindi λ → 0 ).
(come per i fotoni, con la stessa costante h !)
(molto più piccolo di










ω piνλ= = =




= = ⋅ ⋅
E quindi, infine, le relazioni fondamentali:
;
hp k E hν ωλ= = = = 
La velocità (di fase) è onda
E h E
h p p k
ω
νλ= = = =
La velocità della particella, invece, è la velocità di gruppo.




Analogie da tenere in considerazione:
• nell’ottica, possiamo descrivere passaggio di luce attraverso 
uno strumento, con equazioni di Maxwell (con opportune 
condizioni al contorno)
• in realtà, è più semplice utilizzare l’ottica geometrica: raggio 
luminoso (traiettoria di un fotone?)
• in ogni punto il raggio è perpendicolare al fronte d’onda 
[lì, localmente, l’onda è (quasi) piana].
Caso particella-onda:
Mi aspetto che l’onda si propaghi nella direzione (orientata) della 
particella: ( ) ( )i t,t Ae ωψ ⋅ −= k rr
[ ] [ ]quali relazioni  , , , ?E mω ⇔k p
(onda piana)





vLa velocità con cui viaggiano i piani è
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Ma, un segnale, o un pacchetto di energia, possono essere trasmessi 
nello spazio alla velocità di gruppo: ( ) ddgruppo k
ω
≡ = 
Se assumiamo (come per i fotoni): e E h
c






mcEω β= = −
( ) 32 2d d d 1 d d 1d d d d d
k k m
k
ω ω β −=  =  = −




ω β = −
( ) ( )3 32 2 22 22d 1 11 2 1d 2
mc m
c
ω β β− −    = − − − −   





mk pβ= =  =−  

 
Integrando e ponendo 0 se  0k = =








( ) ( ) ( )E ? k ? p ?ω  
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La costante di Planck è unica
Assunzioni fatte:
1. A ogni particella è associata un’onda
2. La velocità di gruppo dell’onda è uguale a  della particella
3. (in ogni sistema inerziale) E ;ω= =p k 
La costante di proporzionalità , che vale per i fotoni, è stata assunta 
anche per le particelle. Ma, in linea di principio, potrebbe essere 
diversa da particella a particella.




ha energia concentrata    particella





diffrazione (anche a bassa intensità)
nella trasmissione   




 Interpretazione probabilistica dell’ onda associata
Nelle onde meccaniche classiche  I ∝ densità di probabilità
( ) ( )2Quindi:  , d probabilità ,dt V t Vψ ∝r
Diffrazione (e interferenza) incompatibili con traiettoria
( )
( )









inoltre: si può avere un’ evoluzione diversa, con la stessa ψ




Materiale didattico e testi
• Halliday, Resnik, 
Fondamenti di Fisica – Fisica Moderna, CEA
• Franco Cicacci, 
Fisica Atomica e quantistica, EdiSES
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Equazione delle onde
Equazione di Schrödinger: in assenza di forze esterne e unidimensionale












La formulazione complessa è comoda quando vi sono due parti che 
contribuiscono (come nel caso elm E, B). Naturalmente, possono anche 
essere considerate separatamente.
( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )


















x tm x t i
m x t
m x t
x t A kx t
x t Ae
x t A kx t
ω










− = −  ∂ ∂∂ ∂













La presenza di interferenza mi garantisce la validità del Principio di 
sovrapposizione: 1 2 1 2; soluzioni   soluzionea bψ ψ ψ ψ ψ = +
La (densità di) probabilità di trovare la particella risulta proporzionale 
al modulo quadro della ψ: 2 2 * 21 2ψ ψ ψ ψ ψ+ = =
Questa è la grandezza osservabile, ed è reale.
La soluzione                                rappresenta un’ onda piana. 
Sostituendo nella equazione di Schrödinger, si ottiene 


















che rispecchia la proprietà della particella libera (non soggetta a forze, 
e quindi senza energia potenziale).
Per essa, p (e quindi k) sono definiti. Inoltre ( ) 2 2,x t Aψ =
Per cui ogni posizione (e ogni istante) ha la stessa probabilità: la 
posizione è completamente indefinita (indeterminazione).
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Inoltre, se volessi collegare la velocità (di fase) dell’ onda a quella della 





E p m p
k p p m
ω
≡ = = = = =
v
v v
Per avere una qualche localizzazione della particella, dovrò sommare 
più onde piane (cioè più valori di p, cioè di k ), e quindi fare 










Abbiamo visto che la diffrazione di elettroni attraverso una fenditura 
introduce incertezza nell’ impulso.
Possiamo quantificarla con la deviazione 
standard dei valori i misurati:
( )






= ∆ = 
 
v v v
Nella diffrazione, se si vuole selezionare meglio la posizione (∆x), 






Supponiamo che l’ onda abbia solo n
oscillazioni complete:
1 (solo in !)
x
h
x n n x
p
λ∆ ≈ = ∆
λ non è definita in modo univoco;
lo è tanto più quanto maggiore è n.
x
x x x x
ph h h
x n
p p p p












∆∆ =  = ≈

xx p h∆ ∆ In realtà, si tratta di un limite:
In generale: ( ); 0i i i jq p h q p i j∆ ∆ ∆ ∆ ≠  relazioni diindeterminazione
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Quindi: se un fenomeno è di natura ondulatoria, non è possibile 
conoscere con precisione a piacere sia la posizione (lungo un asse) sia la 
corrispondente componente della quantità di moto, simultaneamente.
(Heisenberg)
Nel caso di un’ onda piana, la quantità di moto              è ben definita,                  
mentre la posizione è completamente indefinita 
p k= 
( )0xp∆ = ( )x∆ = ∞
Si può verificare analiticamente che la forma dell’ onda che minimizza
il prodotto delle indeterminazioni è quella gaussiana:










Lo stesso avviene per le due grandezze energia e tempo: 
infatti 
per la quale  
2x
x p∆ ∆ = 
  
2x
x p ∆ ∆ ≥ 
come      così  h hE h p
T
ν λ= = =
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Ordini di grandezza















 ∆ ⋅  ∆ = ≈
⋅
v 
Atomo di Idrogeno: indeterminazione sulla velocità dell’ elettrone.
che è dell’ ordine di 1/30 della velocità della luce!
Importante: non ci serve conoscere la forma della funzione d’ onda.
Granello di sabbia fermo; posizione osservata con luce circa a metà 
dello spettro del visibile; cioè  definita entro circa 400 nm.














 ∆  ∆ = ≈v 
Macroscopicamente, h è molto piccola!
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1 1 1 1
2 4 4 8legame
e e eE
r r rpiε piε piε
 
 = − = − 
 
Assumiamo che l’ espressione classica dell’ energia dell’ elettrone, nel
campo del protone, continui ad avere significato nella quantistica.
in stato legato deve essere negativa
Classicamente: energia di legame grande a piacere (riducendo r)
Quantisticamente: ridurre r  ridurre indeterminazione sulla posizione 
 aumentare indeterminazione su quantità di moto  aumentare K
Infatti, dal secondo principio:



















1 1 1 1 1
2 4 2 4 2 4ondamateria
e e eE m m
r mr r mr rpiε piε piε
 




se diminuisco r, aumenta (il modulo del)l’ energia potenziale, ma 
aumenta anche (più rapidamente) l’ energia cinetica.













= = − +  = ≈ ⋅





2,2 10 J 13,6 eV
2 4 4 4legame
me e meE
m piε piε piε
−
   
 = − = − ⋅ = −   
   

 
valori incredibilmente vicini a quelli sperimentali.
Più ragionevolmente, il limite imposto alla energia minima dal 
principio di indeterminazione è dell’ ordine di grandezza corretto.
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